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一类不确定切换系统的鲁棒 H∞动态输出反馈控制器设计
王 美 , 张霄力
(厦门大学自动化系 , 福建 厦门 　361005)
摘要 : 研究了一类具有未知时变但有界的结构不确定性和输入通道不确定性的切换系统的鲁棒 H∞动态输出反
馈控制器设计问题. 利用完备性条件和共同李亚谱诺夫函数方法 , 设计了相应子系统的 H∞动态输出反馈控制
器和相应的切换策略 , 得到了切换系统动态输出反馈鲁棒 H∞控制器存在的充分条件. 采用变量替代法 , 将非
线性矩阵不等式转化为一组易于求解的线性矩阵不等式 (LM Is). 最后通过仿真例子表明系统在所设计的 H∞
控制器作用下得到的闭环系统 , 在相应的切换策略下 , 满足鲁棒 H∞性能.
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Abstract: The p roblem of robust H∞ dynam ical output feedback design for a class of switched system s
with time - varying and unknown but norm - bounded uncertainties in states as well as inputs is inves2
tigated. Based on the comp leteness condition and the common Lyapunov function app roach, both H∞
dynam ical output feedback controllers of subsystem s and switching strategy are designed. A sufficient
condition for the existence of robust H∞ dynam ical output feedback controllers for switched system s is
obtained. By using the variable substitute method, the nonlinear matrix inequalities are changed into
linear matrix inequalities (LM Is) which are easily solved. Finally, the simulation shows that the
closed - loop system with the H∞ controllers designed in the paper satisfies robust H∞ performance un2
der the designed switching strategy.
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切换系统是一类重要的混杂系统 , 它由多个子系统以及作用在其中的切换规则构成. 文献 [ 1 ] , [ 2 ]
综述了近几年来对切换系统在稳定性分析与控制设计方面的研究成果 , 并提出了整个切换系统存在共同
Lyapunov函数是其在任意切换策略下渐近稳定的充要条件 , 同时提出利用凸组合技术研究切换系统的稳
定性 , 他们均是采用状态反馈或静态输出反馈来研究切换系统的稳定性和设计问题. 在许多实际问题中 ,
如果用输出反馈能够达到闭环系统的性能要求 , 那么选择输出反馈的控制方式更具有可行性. 因此 , 动态
输出反馈控制问题的研究更具有实际意义. 另一方面 , 随着线性系统 H∞控制理论的发展与完善 , H∞控制
已经成为控制理论研究中最为热门的领域之一. 与此同时 , 对切换系统 H∞控制的研究刚刚起步 , 文献
[ 3 ]研究了一类不确定切换系统具有 H∞性能指标的鲁棒镇定问题 , 目前对不确定切换系统的动态输出反
馈鲁棒 H∞控制的研究成果尚不多见.
本文研究了一类具有结构不确定性和输入通道不确定性的切换系统的鲁棒 H∞动态输出反馈控制问
题 , 利用完备性条件和共同李亚谱诺夫函数方法 , 设计了系统的 H∞动态输出反馈控制器及相应的切换策
略 , 得到了切换系统动态输出反馈鲁棒 H∞控制的充分条件和控制器的设计算法 , 并通过仿真实例验证了
结论的有效性.
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1　问题描述
考虑如下不确定切换系统 :
Ûx ( t) = (Aσ +ΔAσ ) x ( t) + (B 1σ +ΔBσ ) u ( t) + B 2σw ( t)
z ( t) = C1σ x ( t) + Dσ u ( t)
y ( t) = C2σ x ( t)
(1)
其中 : x ( t) ∈Rn 是状态向量 , u ( t) ∈Rm 是控制输入向量 , w ( t) ∈Rp 是外部扰动 , 是不确定的具有有限
能量 , 即 w ∈L2 [ 0, ∞) , z ( t) ∈R
q为受控输出向量 , y ( t) ∈R l是测量输出向量 , Aσ , Bσ1 , B 2σ , C1σ , C2σ ,
Dσ是具有适当维数的定常矩阵 ; ΔAσ、ΔBσ是系统矩阵 Aσ、B 1σ 的摄动或系统模型中参数的不确定矩阵 ;
σ ( t) : [ 0, + ∞ ] →W = { 1, 2, ⋯, N } 是被设计的切换信号 , 它是一个依赖于时间 t或状态 x的分段常
值函数 , 当σ ( t) = i, i ∈W 时 , 表示系统的第 i个子系统被激活.
为了得到所需的结果 , 需要给出如下假设和完备性概念 :








i 是具有适当维数的已知常数矩阵 , Fi ( t)
是未知函数矩阵 , 且满足 FTi ( t) Fi ( t) ≤ I .
定义 1[ 4 ] 　若存在对称矩阵集合 { Z1 , Z2 , ⋯, Zm } , 对于任意的 x ∈R
n
, 存在 i∈ { 1, 2, ⋯, m }使得
x
T
Z i x ≤0成立 , 则称 { Z1 , Z2 , ⋯, Zm }是完备的 ; 如果对于任意的 x ∈R
n
/ { 0} , 存在 i∈ { 1, 2, ⋯, m } ,
使得 xT Z i x < 0成立 , 则称 { Z1 , Z2 , ⋯, Zm } 是严格完备的.
本文的控制目标为 : 对于给定的正实数γ, 设计系统 (1) 中各子系统 H∞ 动态输出反馈控制器 u =
Kσ ( s) y ,其状态空间形式如下 :
x^
·
( t) = Akσ x
^ ( t) + B kσ y ( t)
u ( t) = Ckσ x
^ ( t) + Dkσ y ( t)
(2)
以及切换规则σ( t) : [ 0, + ∞ ]→W = {1, 2, ⋯, N } , 使得闭环系统 :
x
·
( t) = (Aσ +Mσ FσGσ ) x ( t) + Bσw
z ( t) = Cσ x ( t)
(3)
满足如下鲁棒 H∞性能 :
①当外部干扰 w = 0时 , 闭环系统是渐近稳定的 ;
②对于给定的γ > 0, 从扰动输入 w到受控输出 z的闭环传递函数 Tw z ( s) 的 H∞ 范数小于γ. 其中 :
x̂ ∈ Rnk 是控制器的状态 , AKσ、B Kσ、CKσ、DKσ是待定的控制器参数矩阵.





















σCKσ ], 　Cσ = [C1σ + DσDKσC2 i DσCKσ ]
2　主要结果



















中 : X, Y ∈ Rn×n 是对称矩阵 , 3 表示任意可能的矩阵.
定理 1　若闭环系统 (3) 满足假设 1, 并且对于任意给定的正数γ, 如果存在对称矩阵 P > 0, 及常数
β > 0满足矩阵集合 Z i 是严格完备的 ,
Z i = PA i + A
T
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则存在子控制器和切换规则使系统 (3)满足鲁棒 H∞性能 ①和性能 ②.
相应的子控制器可取为 u = Ki ( s) y, 切换规则可取为 :




Z j x < 0} (5)
其中 , 函数 arg (·)表示满足括号内表达式条件的下标值.
证明 　对闭环系统 (3)取 Lyapunov函数 V ( x ( t) ) = xT ( t) Px ( t) , 其中 P为满足式 (4) 的正定矩阵 , 则
V ( x ( t) ) 沿闭环系统 (3) 轨迹的导数为 :
V
·
( x ( t) ) = x
·T ( t) Px ( t) + x




T ( PA i + A
T










i Px + x
T
PB iw
由假设 1和引理 1, 有 :
V
·

















　　①当 w = 0时 , 根据式 (6) 和矩阵集合 Z i的严格完备性 ,有 V
·
( x ( t) ) < 0. 从而当外部扰动输入 w =




( x ( t) ) + z
T

















Z i x　　 ( Π i ∈W = { 1, 2, ⋯, N } )
根据矩阵集合 Z i的严格完备性并且由 H∞理论关于性能指标的等价条件 , 可知切换系统 (3) 的 H∞范数小
于γ.
根据 Schur补引理 , 条件 (4)可以等价转化为 :
A
T










I 0 0 0
Gi 0 - βI 0 0
Ci 0 0 - I 0
B
T




在矩阵不等式 (7)中 , 由于 A i、B i、Ci、Gi依赖于未知的控制器参数 , 因此 , 矩阵变量 P和控制器参数矩阵
AKi、B Ki、CKi、DKi 以非线性的方式出现 , 本文将采用基于线性矩阵不等式处理的输出反馈 H∞控制器设计
方法 ———变量替代法 [ 7 ]将式 (7)转化为易于求解的线性矩阵不等式.










, 其中 X, Y ∈
R















= F2. 为了找到一个适当的变量替换将矩阵不等式 (7) 转换成一个等价的线性矩阵不等式 , 定义以下的
变量替换公式 :




B̂ i = YB 1 iDKi + NB Ki
Ĉi = DKi C2 i X + CKiM
T
D̂ i = DKi
( Π i ∈W = { 1, 2, ⋯, N } ) (8)
对不等式 (7)左边的矩阵分别左乘矩阵 diag { FT1 , I, I, I, I}和右乘矩阵 d iag{ F1 , I, I, I, I}并利用变量替
换公式 (8)和引理 2, 可得矩阵不等式 (7)等价于下面的线性矩阵不等式 :
·721·
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<1 <2 M i <3 <4 B 2 i








I 0 0 0
<T3 φ
T
2 0 - βI 0 0
<T4 φ
T





2 i Y 0 0 0 - γ
2
I






　　 <1 = A i X + XA
T
i + B 1 i Ĉi + (B 1 i Ĉi )
T
; <2 = Â
T
i + A i + B 1 iD̂ i C2 i; <3 = (G
1




<4 = (C1 i X + D i Ĉi )
T
; φ1 = A
T
i Y + YA i + B̂ i C2 i + (B̂ i + C2 i )
T




i D̂ i C2 i )
T




CKi = (Ĉi - DKi C2 i X ) (M
T ) - 1
B Ki = N
- 1 (B̂ i - YB 1 iDKi )
AKi = N
- 1
Â i - Y (A i + B 1 iDKi C2 i ) X (M
T ) - 1 - B Ki C2 i X (M
T ) - 1 - N
- 1
YB 1 i CKi
( Π i ∈W = { 1, 2, ⋯, N ) } ) (11)
总结以上的讨论 , 得到下面的定理.
定理 2　对于任意给定的常数γ > 0, 系统 (1) 存在一个 H∞动态输出反馈控制器 , 如果存在对称矩阵
X, Y ∈ Rn×n , 矩阵 Â i、B̂ i、Ĉi、D̂ i 及常数β > 0, 在假设 1成立的条件下 , 使得下式均成立 :
<1 <2 M i <3 <4 B 2 i








I 0 0 0
<T3 φ
T
2 0 - βI 0 0
<T4 φ
T












则控制器 (2)在切换策略 (5)下能镇定闭环系统 (3) , 且具有 H∞鲁棒性能γ.
根据以上得到 H∞的控制器存在的条件 , 可以按以下步骤设计所需要的输出反馈 H∞控制器 :
①应用求解线性矩阵不等式的 LM I工具箱对定理 2条件式 (12)求解 , 求出正定对称矩阵 X, Y和 Â i、
B̂ i、Ĉi、D̂ i;
②通过矩阵 I - X Y的奇异值分解得到矩阵 M 和 N ;
③将得到的 Â i、B̂ i、Ĉi、D̂ i 和 M、N 带入 (11)式 ,就得到了 H∞控制器的参数.
3　仿真例子
考虑由 2个不确定子系统构成的切换系统 (1) , 参数如下 :
A1 =
2 - 5




, B 11 =
0. 6 0. 3
1. 6 - 0. 3
, B 12 =
3 2
0. 5 - 3
, B 21 =
- 0. 8 0
0. 2 0. 4
,
·821·
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B 22 =
- 1 0. 6
1. 2 0. 4






, D1 = 0 0. 2 ,
D2 = 0. 1 0 , M 1 =
0. 4 0
0 0. 4
, M 2 =
0. 3 0
0 0. 5



























, 取标量β = 1, H∞指标参数γ = 1.
使用本文上述方法得到 P =
1. 606 0 - 0. 027 4 0. 008 3 - 0. 119 2
0. 027 4 0. 678 9 - 0. 129 9 - 0. 007 6
0. 063 8 - 0. 998 0 1. 656 4 0. 083 8
- 0. 998 0 - 0. 063 8 0. 091 3 0. 740 7
, 2个子控制器矩阵分别为 :
K1 =
- 56. 397 5 - 10. 085 4 - 2. 770 3 0. 542 7
- 14. 553 4 - 3. 647 9 4. 033 0 - 0. 614 6
- 0. 883 6 - 4. 822 5 - 1. 358 0 0. 400 4
0. 355 8 - 0. 802 5 0. 400 4 - 0. 099 3
, K2 =
- 1. 150 9 8. 177 8 1. 709 1 - 0. 912 5
10. 333 8 - 87. 729 4 - 2. 207 3 2. 084 0
0. 525 3 - 0. 418 5 - 0. 044 6 - 0. 638 7
- 0. 484 4 0. 881 0 - 0. 638 7 1. 500 8
设初始状态 x (0) = [ 1. 5　 - 2. 5　1　 - 2 ]T , 经验证矩阵集合 { Z1 , Z2 } 是严格完备的 , 选取切换策略




Z j x < 0} , i = 1, 2, 得到系统的状态响应曲线如图 1所示.
图 1　切换系统的状态响应曲线
Fig. 1　The states’ respond curves of the switched system s
图 1中 , x1 , x2为系统状态 , x3 , x4为控制器状
态. 从图 1可以看出 , 由 2个不稳定子系统组成的
切换系统在本文设计的输出反馈控制器和切换规









于求解的线性矩阵不等式. 针对 N = 2时的不确定切换系统进行了仿真计算 , 其结果表明 , 系统在所设计
的 H∞动态输出反馈控制器作用下得到的闭环系统 , 在相应的切换策略下 , 满足 H∞性能.
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